Unidad Il: Transformaciones geometricas

Conceptos basicos referentes a las transformaciones geométricas afines en 2D y

3D, utilizadas en Computacion Grafica.
La traslacion, escalamiento, y rotacion.

Dichas transformaciones son utilizadas directamente por aplicaciones y en

muchos paquetes de subrutinas graficas.

2.1 Transformaciones bidimensionales

Las transformaciones bidimensionales comprenden la traslacion, rotacién y

Escalacion.

2.1.1 Traslacion

Se traslada cada punto P(x,y) dx unidades paralelamente al eje x y dy unidades

paralelamente al eje y, hacia el nuevo punto P'(x',y"). Las ecuaciones quedan:
X'= X + dy y'=y+dy Ec.1

Si se definen los vectores columna queda:

X Es d,
e , P | , T | , Ec. 2
¥ ¥ d,
Entonces a ecuacion 1 puede ser expresada como:
P=P+T Ec.3

Una forma de efectuar la traslaciéon de un objeto es aplicandole a cada punto del
mismo la ecuacién 1. Para trasladar todos los puntos de una linea, simplemente

se traslada los puntos extremos. En la figura se muestra el efecto de trasladar un



objeto 3 unidades en x y -4 unidades eny.
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Traslacidn de un objeto

Esto se cumple también para el escalamiento y la rotacion.

2.1.2 Rotacion

Los puntos también pueden ser rotados un angulo 8 con respecto al origen
X'=X-cosB -y -senb

y'=X-senb +y - cosO

En forma matricial

x" cosg - senb ks
= - = = R P
bty sernd cos w»

En la figura se muestra la rotacion de la casa 45°, con respecto al origen.

Pregunta 1: Si se deses
rotar la casa alrededor
del punto (5,2), jcomo
haria, si solo conociera
(4.9, 7.8) las operaciones de
rotacian y traslacion?

L
(5.2) I 'I (9,2)

Antes de la rotacion Después de la rotacion



Derivacion de la ecuacion de rotacion (Ec. 6)

La rotacion de un angulo 6 transforma al punto P(x,y) en P'(X',y") Por trigonometria

tenemos:
X= r-Cosp, ¥=r-seng, Ec. 8
x'= rocos(f + ¢ )= r-cosd -cosé - r-send - senf Fxyd
r ; Pyl
V'=r-sen(f +¢)= r-cose -senf + r-send -cosf Ec. 9 f
'\r
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2.1.3 Escalacién

El escalamiento se hace con un factor S, en el eje x y en un factor Sy en el eje y.
Escalamiento uniforme Sy = S

Escalamiento diferencial.

La transformacion de escalamiento puede expresarse con las siguientes
multiplicaciones

En forma matricial:

: 'Tla P=S.P
¥
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El escalamiento se efectlia con respecto al origen,;



(4.5) (7.5)

Antes del escalamiento Después del escalamiento

Escalonamiento no uniforme de un objeto con respecto al origen (0,0)
2.2 Coordenadas homogéneas y representacion matricial

Las representaciones matriciales obtenidas hasta ahora para traslacion,

escalamiento y rotacidén son, respectivamente:

PP=T+P
PP=S.P
P'=R-P

Problema: La traslacion es tratada de forma diferente
Solucién: Utilizar un sistema de coordenadas homogéneas

En las coordenadas homogéneas cada punto se representa siguiendo la forma
(x,y,W). Dos vectores en coordenadas homogéneas (x,y,W) y (X,y' W'

representan al mismo punto si y sélo si uno es multiplo del otro.

Para W # 0 se obtiene los puntos x / W, y / W a los cuales se les llama

“coordenadas cartesianas del punto homogéneo”.

Las ecuaciones de traslacion (Ec. 1) pueden expresarse como una matriz 3x3 en

coordenadas homogéneas.



Esta ecuacion puede ser representada de la siguiente forma:

P'= T(d, .d, ) P,

donde
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Supongase que un punto P es trasladado por T (dx1,dyl) al punto P'y luego es

trasladado por T(dx2,dy2) al punto P".

PI = T{Hr_'.l..l“rll] .P..

P’ = Tid,,d,;) P

Sustituyendo la ecuacion 13 en la ecuacion 14, se obtiene:

P'= T(d.d,.)\T(d,.d,) Pl= (T(d,..d,.) T(d,.d,)| P

El producto matricial es:
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Por lo tanto la traslacion neta es T (dx1 + dx2 , dyl + dy2). El producto matricial

0 d,+ f.r,!]

efectuado no es mas que la composicion de T (dx1,dyl) y T(dx2,dy2).

Por otro lado, puede verificarse con facilidad que la transformacion inversa de una

traslacion T(dx,dy) no es mas que T-1 (dx,dy) = T(-dx,-dy).

Un procedimiento similar al efectuado con la traslacion puede aplicarse al
escalamiento, obteniendo una nueva representacién matricial de la ecuacion 4, de

la forma siguiente:



El producto de una secuencia arbitraria de matrices de rotacion, traslacion y
escalamiento constituyen transformaciones a fines, teniendo la propiedad de

conservar el paralelismo de las lineas, pero no longitudes ni angulos.

™y
Cubo Unitario 45° Escalado en x,
no escalado en ¥

Un cubo wunitario rotado 45° en sentido horario y luego escalado no
uniformemente. El resultado es una transformacion afin de la figura inicial, donde
se mantiene el paralelismo de las lineas, pero no las longitudes ni angulos

originales.

Sesgado (shear).

Existen dos tipos de sesgados en 2D, con respecto al eje x y con respecto al eje y.

V.

Cubo unitario Cubo unitario
estirado en X estirado en ¥y

Un cubo unitario y el efecto de aplicarle la transformacion de sesgado.

En cada caso la longitud de las lineas oblicuas es mayor a 1.



2.3 Composicion de transformaciones bidimensionales
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Rotacion de un objeto en un angulo q con respecto al punto P1

La transformacion neta aplicada es:

1 0 x
Tix. ) RE)TEx-w)=[0 1 pf

0o 1

cosf  -senf 0| |1 0 -x
senf  cosf 0|0 1 -w
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cosf - senf  x(1- cosf )+ ysend
Ec. 30

senll cosf ¥ (1= cost )= xsend

0 0 1

Un enfoque similar puede usarse para escalar un objeto con respecto a un punto
arbitrario P1

Tix,. ) 55,5 ) Ti=x, = )=

5, 0 x(l-s))
=fo s, wo-s) Ec. 31
00 1

Es frecuente el deseo de realizar un escalamiento o rotacién con respecto al

centro geométrico de una figura. Para lograr este proposito se puede aplicar el
meétodo recientemente expuesto de forma que el punto arbitrario



P1 corresponda ahora a las coordenadas del centro Pc(xc,yc). Asi el escalamiento
in-situ no seria mas que aplicar y la rotacion in-situ corresponderia a La siguiente

figura muestra un escalamiento aplicado a un objeto que se asemeja a un

OVNI.

¥ ¥

Puede darse el caso de querer escalar, rotar y luego posicionar un objeto como la
casa mostrada en la figura siguiente, con P1 como centro de la rotacion y el

escalamiento.

Trasladar P1 al origen, efectuar el escalamiento y la rotacion, y luego trasladar
desde el origen a la nueva posicion P2. La matriz que represente dichas

transformaciones corresponde a:

T(x2, y2)- R(0 )- S(sx,sy): T(- x1,— y1)

ow

Se sabe que, en general, la multiplicacion de matrices no es conmutativa. Sin

embargo, al aplicar transformaciones fundamentales



de traslacion, escalamiento y rotacion se dan casos especiales donde el producto

de matrices es conmutativo.

Una matriz de traslacién seguida de otra matriz de traslacion pueden conmutarse
sin afectar el resultado. De forma semejante, una matriz de escalamiento seguida
de otra matriz de escalamiento pueden multiplicarse en cualquier orden, asi como

una matriz de rotacién seguida de otra matriz de rotacion.

Otro caso donde la multiplicacion de este tipo de matrices es conmutativa

corresponde a tener una matriz de rotacion y otra de escalamiento uniforme (sx =

sy).

En estos casos no es necesario preocuparse por el orden en la manipulacién de

las matrices.
2.3.1 Traslaciones, rotaciones y escalaciones

Traslacion
Se pueden encontrar varias definiciones de traslacion. Una traslacion es el
movimiento en linea recta de un objeto de una posicién a otra. Movimiento de una

figura, sin rotarla ni voltearla. "Deslizar".

La figura sigue viéndose exactamente igual, solo que en un lugar diferente. Se
aplica una transformacién en un objeto para cambiar su posicién a lo largo de la

trayectoria de una linea recta de una direccién de coordenadas a otra.
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Rotacion
Para rotar un objeto (en este caso bidimensional), se ha de determinar la cantidad
de grados en la que ha de rotarse la figura. Para ello, y sin ningun tipo de variaciéon

sobre la figura, la cantidad de angulo ha de ser constante sobre todos los puntos.



Otra forma de conseguir la rotacion, respecto a un punto de movimiento, es fijar
los diferentes puntos respecto a un punto de fijacién siendo los puntos que forman
la figura, relativos a este.

La férmula a aplicar en este ultimo supuesto, seria la siguiente:
X'=X* Cos (angulo) - Y * Sin (angulo)

Y' =Y * Cos (angulo) - X * Sin (angulo)
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Escalacion

Una transformacion para alterar el tamafio de un objeto se denomina Escalacion.

Dependiendo del factor de Escalacion el objeto sufrira un cambio en su tamafo

pasando a ser mayor, 0 menor en su segmento de longitud.

Esta es la transformacion del objeto especialmente interesante, pues con ella se
consigue el efecto Zoom.

1 Ejemplos: __‘ﬂ_
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2.3.2 Rotacién de punto de pivote general
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El punto de pivote o punto de rotacion es un punto de referencia que permite
realizar un giro. Para poder realizar este giro se requiere de un angulo

determinado. Se siguen los siguientes pasos para realizar el punto de pivote



Tres pasos fundamentales para llevar a cabo el punto de pivote:

1. Trasladar el pivote (xp,yp) al origen.

X'=x-m; y'=y-n

origen Pivote
L ]

(En Pivotes@rigen)

2. Rotar los puntos trasladados U grados alrededor del
origen, obteniendo el nuevo punto (xy”)
x’=x"*¢os(U) - y'*sen(U)
y’=y*cos(U)+x*sen(U); sustituyendo :
X"=(x-m)*cos(U)-(y-n)*sen(U)
y”’=(y-n)*cos(U) + (x-m)*sen(U)

origen *
(En Pivote5@rigen)

3. Trasladar inversamente el pivote a su lugar de origen.

X’”=X’!+m ; y”!=y5!+n

origen

(En Pivotes@rigen)


https://sites.google.com/site/graficacionliz/segundo-parcial-1/rotacion-del-punto-pivote/pivote2.png?attredirects=0
https://sites.google.com/site/graficacionliz/segundo-parcial-1/rotacion-del-punto-pivote/pivote3.png?attredirects=0
https://sites.google.com/site/graficacionliz/segundo-parcial-1/rotacion-del-punto-pivote/pivote4.png?attredirects=0

2.3.3 Escalacion del punto fijo general

Se entiende por escalacion de punto fijo a la composicion bidimensional que
permite sacar escala de un dibujo en alguna de las posiciones del plano, utilizando
como funcioén el punto de origen y luego regresando al objeto a su punto fijo..

Para llevar a cabo la escalacion de punto fijo se siguen los siguientes pasos.

1. El objeto cambia de posicién del punto fijo al punto de origen utilizando
la traslacion.

2. Se saca escala del objeto con respecto del origen de las coordenadas.

3. Se utiliza la traslacion inversa del paso 1 para regresar el objeto al punto fijo

pero escalado.

2.3.4 Propiedades de concatenacion

La multiplicacion de matrices es asociativa. Para tres matrices cualesquiera, A, By
C, el producto matricial A - B - C se puede llevar a cabo al multiplicar primero A
por B o multiplicar B por C:

A-B-C=(A-B)-=A-(B-C)(5-36)


https://sites.google.com/site/graficacionliz/segundo-parcial-1/escalacion-de-punto-fijo/puntofijo.png?attredirects=0

Por tanto, podemos evaluar los productos matriciales al utilizar una agrupacion

asociativa ya sea de izquierda a derecha o de derecha a izquierda.

Por otro lado, los productos de la transformacién tal vez no sean conmutativos en
general, el producto matricial A - B no es igual que B - A. Esto significa que si
gueremos trasladar y girar un objeto, debemos tener cuidado sobre el sentido en
que se evalla la matriz compuesta (figura 5-13). Para algunos casos especiales,
como una secuencia de transformaciones todas de la misma clase, la
multiplicacion de las matrices de transformacién es conmutativa. Como por
ejemplo, se podrian realizar dos rotaciones sucesivas en cualquier sentido y la
posicion final seria la misma. Esta propiedad conmutativa se aplica también para
dos traslaciones sucesivas 0 dos escalaciones sucesivas. Otro par conmutativo de

operaciones es la rotacion y la escalacion uniforme (Sx,Sy).

2.4 Transformacién ventana-area de vista

Dadas las primitivas de salida especificadas en coordenadas del mundo debe
especificarse como llevar dichas coordenadas a coordenadas de pantalla para que
puedan ser mostradas. Se debe especificar una region rectangular (ventana) en
coordenadas de mundo y una correspondiente region rectangular en coordenadas
de la pantalla (viewport), en la cual se efectuard el mapeo de la ventana del

mundo.



Range Maximo de
Coordenadas de la
Pantalla

Ventana Viewport

Coordenadas del Mundo Coordenadas de la Pantalla

La ventana en coordenadas del mundo y el viewport en coordenadas de pantalla
determinan el mapeo que es aplicado a todas las primitivas en coordenadas del

mundo.

Dados:

- la ventana (en coordenadas del mundo)
- el viewport,

la matriz de transformacion que mapea la ventana a coordenadas de pantalla
puede ser desarrollada mediante la composicion de tres transformaciones simples

sugeridas en la figura siguiente:

ingo Maximo de
orde: ela
P

(Umax , Vinax)

x u (Ui, Vimin) u

Ventana trasladada al origen Ventana Escalada al tamafio

del Viewport

Trasladada en (Umin , vmin) ala
pasicion final

Pasos para transformar una ventana en coordenadas del mundo al Viewport en

coordenadas de pantalla

Como se puede apreciar en lo anterior, la ventana, especificada por su esquina
inferior izquierda y su esquina superior derecha, es primero trasladada al origen de
las coordenadas del mundo. Luego, la ventana es escalada para coincidir con las

dimensiones del viewport.



Posteriormente, se utiliza una traslacion para posicionar el viewport. La matriz que

corresponde a estas transformaciones Mwv es:
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La transformacién ventana-viewport también puede combinarse con rutinas de

recorte (clipping) en relacion al tamafio de la ventana.
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Coordenadas del Mundo Coordenadas de la Pantalla

Las primitivas de salida en coordenadas del mundo son recortadas en relacién al

marco de la ventana. El remanente es mostrado en el viewport.

2.5 Transformaciones de la composicion general y de eficiencia

computacional

Procesamiento de Imagenes



Una imagen digital es una representacion rasterizada de una imagen en 2D

definida como un arreglo de puntos (pixeles).

AWT

e Unaimagen es representada por la clase Image.

e Se utiliza el modelo de empuje para imagenes.

e AWT utiliza dos objetos: Productor y Consumidor (ImageProducer e

ImageConsumer). Un productor actua como el origen de una imagen y el

consumidor la recibe para presentarlas en un dispositivo rasterizador.

Java2D

e Unaimagen es representada por la clase Bufferedimage

e Se utiliza el modelo inmediato.

¢ Un Bufferedimage contiene un Raster y un ColorModel.
Carga de imagenes en Java2D

e Para leer una imagen de un archivo:
Bufferedimage bi = ImagelO.read(file);

e Una imagen puede ser manipulada utilizando

procesamiento de imagenes
Para las siguientes operaciones:

o f(X,y) representa un pixel de la imagen original

e g(x,y) representa el pixel de la imagen resultante
RescaleOp
Ejecuta un escalado pixel por pixel.

g(x, y) = af(x, y) + b

ColorConverOp

operaciones

de



Ejecuta una conversion de colores.
LookupOp

Ejecuta una conversion de pixeles basado en una tabla de busqueda

a(x, y) = T(f(x, y))

2.6 Representacion matricial de transformaciones tridimensionales

La representacion de transformaciones bidimensionales como matrices de 3x3
tiene un equivalente para las transformaciones tridimensionales, las cuales son

representadas como matrices de 4x4.

Para permitir esto, el punto (x,y,z) serd representado en coordenadas

homogéneas como (W.x, W.y, W.z, W), con W # 0.

Si W # 1, entonces W es dividido dentro de las tres primeras coordenadas

homogéneas para asi obtener el punto cartesiano tridimensional (x,y,z).

Esto implica, que dos puntos homogéneos H1 y H2 son el mismo punto

tridimensional si y solo si H1 = c.H2, para cualquier constante ¢ # 0.

Este tipo de sistema es el mas conveniente cuando se piensa en graficos
tridimensionales, ya que se puede dar una interpretacion natural de los aquellos

valores de z que se encuentran muy distantes del observador.

Ademas, es mas légico superponer este tipo de sistema sobre la cara del plano de

visualizacion (display).

Traslacion: La matriz de traslacion tridimensional es una simple extension de la

bidimensional:

(Dx, Dy, Dz) =

== e e R
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Escalamiento:

La matriz de escalamiento es similarmente extendida:

S S, Sy, Sz) = E
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y al multiplicarla por el vector de puntos, queda:
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Rotacion:

La rotacion bidimensional es justo una rotacion con respecto al eje z. En tres

dimensiones, una rotacion con respecto al eje z es:

cosf =smfé 0O D

Rl )= sinf  ecosf 0 D
0 1} (]

] 1} o1

Esto es facilmente verificable: una rotacién de 90 grados del vector unitario X,

produce el vector unitario y. Al multiplicar Rz

(), con 6=90, por el vector unitario x:

2o = o
=]

Rz(90)

2.7 Composicion de transformaciones tridimensionales

La composicion de las tres transformaciones basicas tridimensionales pueden

generar diferentes resultados.



El objetivo es transformar los segmentos de recta P1P2 y P1P3 de la figura que se

encuentra a continuacion, desde la posicion inicial a la posicion final.

Posicion inicial Posicion final

El punto P1 ha sido trasladado al origen, P1P2 se encuentra en el lado positivo del

eje z, P1P3 se encuentra en el plano (y,z). Las longitudes de las rectas no son
afectadas por la transformacion.

La transformacion puede ser hecha en 4 pasos:

Paso 1: Trasladar P1 al origen

1 00 -x
01 0 -yl
T x1- pl- 21} = -
Cxrl=yl==D=ly 0 1 -2
000 1

Aplicando la matriz de transformacion T a P1, P2 y P3 se obtiene

Ti-xl-yl-=1). B =

T(-xL- yL-zI) B =

T(-xl-yl-z1)- P, = = £ (3)



